Modulo 3:   Campo Operativo e Teoria degli Errori


APPUNTI DI TOPOGRAFIA

MODULO  3

CAMPO OPERATIVO E TEORIA DEGLI ERRORI
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PROF.  SPADARO EMANUELE

UNITA’ DIDATTICA  N°1

CAMPO OPERATIVO

GENERALITÀ SUL CAMPO OPERATIVO


Il  termine   Topografia   deriva  dal  greco  e  significa  descrizione  dei  luoghi (topos = luogo e 

grafia = disegno). Il topografo e quindi colui il quale descrive il territorio con dei disegni.


Il lavoro del topografo si suddivide in tre fasi:

1. operazioni di misura svolte sul terreno (in campagna);

2. operazioni di calcolo svolte a tavolino;

3. operazioni di restituzione del rilievo topografico (disegno).


Il campo operativo è il terreno su cui operiamo. Le fasi sopra elencate sono tutte legate al campo operativo, infatti, in funzione dell’estensione del campo operativo, la terra può essere piana o curva con conseguente diversità negli strumenti e nelle tecniche di rilievo, nelle metodologie di calcolo e nelle procedure di restituzione.

FORMA DELLA TERRA


La terra è un corpo solido la cui superficie e altimetricamente irregolare, essa può essere paragonata ad una sfera leggermente schiacciata ai poli con delle protuberanze e degli affossamenti sulla superficie, rappresentate dalle montagne e dalle fosse marine.

GEOIDE


L’equazione matematica che meglio approssima la terra é il geoide, esso e una superficie di livello rispetto alla forza di gravità (in qualsiasi punto di detta superficie un corpo ha lo stesso peso), passante per il livello medio dei mari. La superficie del geoide e simile a quella fisica della terra, ma in essa vengono smussate le asperità.


L’equazione del geoide, che e stata ricavata con riferimento alla legge Newtoniana della gravità, e molto complicata, inoltre la sua superficie irregolare si presta poco ai calcoli e ad essere rappresentata.


Per questi motivi, gli studiosi decisero di introdurre una nuova superficie di riferimento idonea alla rappresentazione della terra e con equazione matematica semplice, anche se l’approssimazione é meno rigorosa rispetto al geoide. Tale superficie è l’ellissoide di rotazione.

ELLISSOIDE DI ROTAZIONE


L’ellissoide di rotazione si ottiene facendo ruotare di 180° intorno all’asse che congiunge il polo nord col polo sud (asse polare che è anche l’asse di rotazione della terra) un’ellisse riferita ad un sistema cartesiano che ha origine nel centro della terra, asse verticale (asse z) coincidente con l’asse polare e asse orizzontale y.


Quando l’ellisse, dopo la rotazione, diventa ellissoide al sistema cartesiano definito, viene aggiunto un terzo asse (l’asse x) ortogonale ai due precedenti (vedi fig.1).


L’equazione matematica dell’ellissoide di rotazione e la seguente:
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dove:   a = semiasse equatoriale;

           
b = semiasse polare.
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fig. 1


Per le operazioni topografiche di tipo planimetrico, l’ellissoide di rotazione è la migliore superficie di riferimento.


Per le operazioni topografiche di tipo altimetrico, invece, bisogna assumere come superficie di riferimento il geoide, poiché in tali operazioni si utilizza la verticale (v) la quale segue la direzione della forza di gravità che in ogni suo punto è perpendicolare al geoide e può essere facilmente individuata sul terreno tramite un piombino (vedi mod. 4). La perpendicolare all’ellissoide viene chiamata normale (n), essa non può essere individuata sul terreno. La verticale e la normale coincidono solo nel punto in cui l’ellissoide viene adattato al geoide (cioè si fa coincidere col geoide), in tutti gli altri punti esse, anche se di poco, divergono (vedi fig.2).
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fig. 2


I1 segmento a (semiasse equatoriale) ed il segmento b (semiasse polare) dell’ellissoide di rotazione sono stati determinati più volte da diversi ricercatori tramite osservazioni di tipo astronomico.


La più recente determinazione risale al 1980 ed i loro valori sono utilizzati nell’el1issoide internazionale (W.G.S. 84)

a = 6378137m;          b = 6356752m.


L’ellissoide ottenuto con questi parametri si discosta al massimo di ( 50m dal geoide, esso è stato fatto coincidere col geoide a Greenwich vicino Londra e li la sua normale (n) coincide con la verticale (v).


In Italia l’Istituto Geografico Militare (I. G. M.) ha assunto come ellissoide nazionale quello del tedesco Bessel i cui parametri ricavati nel 1841 risultano essere:

a = 6377397m;          b = 6356079m.


L’ellissoide nazionale ottenuto con questi parametri é stato fatto coincidere col geoide a Monte

Mario in Roma e lì la sua normale (n) coincide con la verticale (v).


I valori più significativi di a e b sono riassunti nella seguente tabella:

	Ricercatore
	Nazionalità
	Anno
	a (m)
	b (m)

	Bessel
	Tedesco
	1841
	6377397
	6356079

	Hayford
	Americano
	1909
	6378388
	6356912

	Krassovsky
	Russo
	1942
	6378245
	6356863

	con satelliti artificiali
	1980
	6378137
	6356752


N. B.

nelle applicazioni, se non specificato diversamente, utilizzeremo i parametri del WGS84.

COORDINATE GEOGRAFICHE


Le coordinate geografiche servono per determinare la posizione di un punto sulla superficie terrestre. Esse sono riferite all’ellissoide di rotazione e sono costituite da due angoli (latitudine e longitudine) e da una distanza (quota)
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fig. 3


La latitudine ( di un punto P è l’angolo compreso fra il piano x y (piano equatoriale) e la normale all’ellissoide passante per il punto P (vedi fig. 3). La latitudine ha valori compresi fra zero e novanta gradi nord (90°N) e fra zero e novanta gradi sud (90°S).


La longitudine ( di un punto P è l’angolo compreso fra il piano meridiano fondamentale (passante per Roma Monte Mario per la cartografia nazionale, o per Greenwich vicino Londra per la

cartografia internazionale) e il piano meridiano passante per il punto P. La longitudine ha valori compresi fra  zero e centottanta gradi est (180°E) e fra zero e centottanta gradi ovest (180°W).


A Monte Mario la normale (n) all’ellissoide nazionale coincide con la verticale (v) al geoide.


A Greenwich la normale (n) all’ellissoide internazionale coincide con la verticale (v) al geoide.

  
La quota QP di un punto P, è la distanza misurata lungo la normale all’ellissoide, fra il punto P del terreno e la sua proiezione Po sulla superficie di riferimento che in questo caso è l’ellissoide di rotazione.


Nella pratica topografica però le quote vengono riferite al geoide e la distanza viene misurata lungo la verticale che è individuabile sul terreno mentre la normale non lo è.

In sintesi:

ogni angolo ( individua un cerchio, detto parallelo. Tutti i paralleli hanno il centro sull’asse polare (asse z) e hanno raggio compreso fra lo zero e il valore del semiasse a;

ogni angolo ( individua un un’ellisse detta meridiano. Tutti i meridiani contengono l’asse polare.


Si riportano in tabella le coordinate geografiche di alcune importanti città:

	Città
	Latitudine (
	Longitudine (
	Quota Q

	Roma
	41°30’ N
	12°18’ E
	35m s.l.m.

	Londra
	51°18’ N
	0°06’ W
	15m s.l.m.

	New York
	40°30’ N
	74°00’ W
	0m s.l.m.

	Los Angeles
	34°00’ N
	118°12’ W
	125m s.l.m.

	Buenos Aires
	34°24’ S
	58°18’ W
	13m s.l.m.

	Tokyo
	35°24’ N
	139°30’ E
	42m s.l.m.

	Sydney
	35°30’ S
	151°06’ E
	58m s.l.m.


SEZIONI NORMALI E RAGGI PRINCIPALI DI CURVATURA


Tutte le sezioni dell’ellissoide ottenute tagliandolo con dei piani che contengano la normale all’ellissoide in un punto P si chiamano sezioni normali.
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fig. 4

A = punto d’intersezione fra la normale e l’asse polare

C = origine degli assi cartesiani
	   Nella figura 4 si sono rappresentate due delle infinite sezioni normali, le più significative per i calcoli della topografia e della geodesia.

   In particolare la sezione verde, che contemporaneamente contiene la normale all’ellissoide nel punto P e l’asse polare è detta sezione meridiana e il suo contorno è un meridiano, cioè un’ellisse.

   La sezione rossa é perpendicolare alla sezione meridiana e contiene (come le altre infinite sezioni normali) solo la normale all’ellissoide nel punto P, il suo contorno è una curva che, come la sezione meridiana, ha raggio di curvatura diverso in ogni suo punto (il raggio di curvatura in un punto di una curva é il raggio del cerchio che in quel punto approssima la curva).





Le due sezioni normali rappresentate nel disegno sono quelle che, in P, hanno i raggi estremi in

particolare:

· la sezione meridiana ha il raggio più piccolo e si calcola con la seguente formula:
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dove:



a = semiasse equatoriale dell’ellissoide;



( = latitudine di P;



e = eccentricità dell’ellissoide
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b = semiasse polare dell’ellissoide.

· la sezione perpendicolare alla sezione meridiana ha il raggio più grande (si chiama gran

normale) e si calcola con la seguente formula:
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GEODETICA


Si definisce geodetica la linea di minor sviluppo che congiunge due punti dell’ellissoide. Essa

vista dall’alto e una linea diritta mentre in sezione risulta essere un arco di ellisse.


Sui solidi curvi come l’ellissoide, le distanze si misurano lungo geodetiche.

CAMPO GEODETICO DI WEINGARTEN


Un triangolo sull’ellissoide ha i lati che sono tre geodetiche, ciascuna delle quali ha raggio di curvatura compreso fra ( e N. Studiare un triangolo riferito all’ellissoide (triangolo ellissoidico) comporta notevoli difficoltà anche perché non si ha la possibilità di conoscere il raggio di curvatura

di ciascun lato.


Weingarten notò che in un ambito ristretto l’ellissoide si discosta poco dalla sfera, perciò si è deciso di considerare, in queste zone, la terra come una sfera. Tale ambito é detto campo Geodetico o di Weingarten e si definisce come una zona della superficie terrestre di forma circolare con raggio di 110km e di centro il punto P all’interno della quale la terra si può considerare sferica.
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fig. 5


Il campo geodetico semplifica notevolmente le operazioni di risoluzione di un triangolo perché esso diventa sferico, i suoi lati sono archi di cerchio massimo ed hanno tutti lo stesso raggio R, quello della sfera che approssima localmente la terra (detta appunto sfera locale). Per i calcoli si utilizza la trigonometria sferica (che non conosciamo e non c’interessa conoscere).


Il raggio della sfera locale in un punto si calcola come media geometrica fra i raggi ( e N:
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che sostituendo le espressioni viste per ( ed N e portando fuori dalla radice diventa:
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come si vede R dipende dalla latitudine perciò la sfera locale ha raggio diverso da punto a punto del

globo terrestre. Mediamente in Italia esso vale 6377000m.


L’estensione di 110km prima detta per il campo geodetico, si riferisce alle misure planimetriche per le quali si ha che, la differenza fra una determinata misura sulla sfera locale e la stessa misura  sull’e1lissoide, intesa come errore relativo (daremo la definizione nell’unità didattica 2) é inferiore a 1/1000000 (uno su un milione) che é la precisione raggiungibile con gli strumenti da geodesia.


Per quanto riguarda le misure altimetriche (che vanno riferite al geoide), il campo geodetico si riduce da un’estensione di 110km ad un’estensione di 30km.


In definitiva in geodesia si fanno le misure sulla superficie tisica del terreno, si eseguono i calcoli considerando la terra come un insieme di tante sfere locali, e si effettua la rappresentazione considerando la terra come un ellissoide.

RAGGIO DI CURVATURA DEI PARALLELI


I paralleli, come noto, sono dei cerchi concentrici e i loro centri stanno su1l’asse polare. Il raggio di questi cerchi é variabile dal valore del semiasse a quando la latitudine vale zero (equatore), al valore zero quando la latitudine vale 90 gradi (poli). Quindi, come si vede dalla figura 6, il raggio dei paralleli é funzione della latitudine e si ottiene con i seguenti ragionamenti.

Raggio di curvatura dei paralleli considerando la terra come un ellissoide

Applicando il secondo teorema, sui triangoli rettangoli (vedi primo modulo) al triangolo rettangolo ABP della figura 6, otteniamo:

r = AP(cos(
ed essendo:
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otteniamo:
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fig. 6

Raggio di curvatura dei paralleli considerando la terra come una sfera

Applicando il secondo teorema sui triangoli rettangoli (vedi primo modulo) al triangolo rettangolo CBP della figura 7 otteniamo:

	rS = CP(cos(
ed essendo:
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avremo:
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oppure:
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fig. 7



Il raggio rS si utilizza al posto di r solo quando è lecito sostituire la sfera locale all’ellissoide. Di norma nelle applicazioni numeriche questa possibilità viene specificata.

RIDUZIONE DEI TRIANGOLI SFERICI IN TRIANGOLI PIANI (teorema di Legendre)


Un triangolo contenuto nel campo geodetico, viene riferito alla sfera locale, per questo e un triangolo sferico (la sua superficie non é piana ma é una porzione di sfera e la somma dei suoi angoli è, seppur di poco, superiore all’angolo piatto).


Per risolvere un triangolo sferico in modo rigoroso, bisognerebbe, come detto, utilizzare la trigonometria sferica, ma poiché, nella pratica del rilievo nulla é rigoroso (d’altra parte anche la sfera e un’approssimazione della superficie terrestre), al posto della trigonometria sferica può essere

utilizzata la trigonometria piana (vedi primo modulo) poiché il teorema di Legendre ci consente di trasformare il triangolo da sferico in piano.


Il teorema di Legendre si enuncia nel modo seguente:

se un triangolo sferico ha i lati mediamente inferiori a 200km (quindi contenuto nel campo geodetico) la sua proiezione su di un piano (triangolo piano corrispondente vedi figura 8) mantiene praticamente inalterati lati e area, mentre per ciascun angolo si può ammettere una riduzione praticamente uguale e pari ad un terzo dell’eccesso sferico totale E (l’eccesso sferico totale e la differenza fra la somma degli angoli interni del triangolo sferico e la somma degli angoli interni del triangolo piano).
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fig. 8
	   In definitiva, con riferimento ai simboli

della figura 8 (dove si vede in alto il triangolo sferico A’B’C’ che si proietta nel triangolo piano ABC):

a = a’

b = b’

c = c’

S = S’

( = (’ - E/3

( = (’ - E/3

( = (’ - E/3

   E é l’eccesso sferico e si calcola con la

seguente formula di Cavalieri;
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dove:  S é la superficie del triangolo;

           R e il raggio della sfera locale.



In conclusione per risolvere un triangolo sferico si procede come segue:

· si fanno le misure degli elementi necessari sul terreno;

· utilizzando la formula dei triangoli piani si calcola in modo approssimato (perché il triangolo e sferico) la superficie S;

· utilizzando le formula sopra esposte si passa al triangolo piano corrispondente;

· con la formula della trigonometria piana vista nel primo modulo, si risolve il triangolo piano;

· si ritorna infine al triangolo sferico sempre utilizzando la formula sopra esposte opportunamente invertite.

CAMPO TOPOGRAFICO


In topografia le operazioni di rilievo, calcolo e rappresentazione vengono effettuate considerando

sempre la terra piana.  Tale zona in cui il topografo opera e detta campo topografico.


Si definisce campo topografico, per le misure planimetriche, una zona della superficie fisica dalla terra di forma circolare con raggio 25km e di centro P all’interno della quale la terra si ritiene piana. Questa approssimazione é possibile, perché l’errore relativo che si commette effettuandola è inferiore a 1/200000 (uno su duecentomila). 1/200000 corrisponde alla precisione che raggiungono i migliori strumenti per topografia.
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fig. 9


Per quanto riguarda le misure altimetriche, il campo topografico e più limitato. In particolare si ha che:

· il raggio del campo topografico diventa 300m quando la precisione del rilievo altimetrico è dell’ordine del centimetro;

· il raggio del campo topografico diventa l00m quando la precisione del rilievo altimetrico é dell’ordine del millimetro.

PIANTA NATURALE DEL TERRENO


Qualunque sia la superficie di riferimento (ellissoide, sfera locale o piano topografico) i punti del terreno, nella rappresentazione cartografica (disegno) si devono proiettare su di essa lungo la verticale passante per essi.
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                                                             fig. 10


	   Se la superficie di riferimento é la sfera locale la verticale ha la direzione del raggio, perciò i punti si proiettano su di essa secondo la congiungente fra loro e il centro della sfera ottenendo i punti Ao, Bo e Co (vedi figura 10).

   Se la superficie di riferimento è il piano topografico i punti del terreno si proietteranno seguendo la stessa direzione che seguirebbero con la sfera locale, perciò i punti si proiettano sul piano secondo la congiungente fra loro e il centro della sfera locale, ottenendo i punti Al, B1 e C1 (vedi figura 10). A causa della limitata estensione del campo topografico possiamo ritenere, con sufficiente approssimazione, che le linee perpendicolari al piano topografico coincidano con la verticale, quindi sul piano topografico la proiezione avviene lungo le perpendicolari passanti per i punti del terreno.


UNITA’ DIDATTICA  N°2

TEORIA DEGLI ERRORI

ELEMENTI DI TEORIA DEGLI ERRORI


In Topografia si effettuano misure di distanze e di angoli utilizzando vari metodi e vari tipi di strumenti, ognuno dei quali consente di raggiungere gradi diversi di precisione ma nessuno consente di raggiungere la precisione assoluta.


Per quanto detto, il buon topografo é colui il quale riesce ad effettuare misure col minor errore possibile.


Nel linguaggio corrente si usa confondere i termini misurazione e misura, in realtà però, essi hanno significato diverso, infatti, misurazione è l’operazione che consente di ricavare la misura (numero con unità di misura) di una determinata grandezza.

NATURA DELLE MISURE TOPOGRAFICHE


I sistemi operativi che consentono di ricavare le misure (cioè i metodi di misurazione) in topografia sono diversi e possono essere elencati come segue:

1. misure dirette;

2. misure indirette;

3. misure condizionate;

4. misure dello stesso peso;

5. misure di peso diverso.

Misure dirette


Consistono nel confrontare direttamente la grandezza da misurare con l’unità di misura (metro per le distanze).

Misure indirette


Consentono di ricavare il valore numerico di una certa grandezza misurandone direttamente altre ed effettuando dei calcoli.

Misure condizionate


Sono misure di grandezze vincolate reciprocamente al rispetto di determinate condizioni geometriche. Ad esempio la somma degli angoli interni di un triangolo deve sempre essere l80°00’00".

Misure dello stesso peso


Il peso é inteso come precisione delle misure. Due misure si dicono dello stesso peso se sono state ricavate utilizzando strumenti d’ugua1e precisione, da operatori con equivalente capacità, esperienza e in condizioni psicofisiche similari ed infine in condizioni ambientali confrontabili.

Misure di peso diverso


Due misure si dicono di peso diverso, quando anche solo una delle condizioni sopra elencate non è rispettata.

CLASSIFICAZIONE DEGLI ERRORI NELLE MISURE


Abbiamo già detto che è impossibile ricavare la misura vera di una determinata grandezza in quanto essa e sempre affetta da errore. Gli errori, che più comunemente si commettono, in base alla loro natura si possono classificare in:

1. errori grossolani;

2. errori sistematici;

3. errori accidentali.

Errori grossolani


Sono grossolani gli errori dovuti a sviste o ad imperizia dell’operatore, essi sono in genere grandi e si individuano facilmente ripetendo la misura perciò si possono eliminare.

Errori sistematici


Sono dovuti al sistema con cui si effettua la misurazione o allo strumento di misura utilizzato. Sono sempre dello stesso segno ed in genere piccoli.


Appartengono ai sistematici gli errori dovuti alle seguenti cause:

· difetti personali (ad esempio difetti di vista);

· rifrazione atmosferica (la rifrazione atmosferica é quel fenomeno per il quale i raggi ottici variano la loro direzione passando da un mezzo con una certa densità ad un’altro con densità diversa);

· dilatazione termica degli strumenti di misura;

· imperfezioni o sdrettifiche strumentali.


Gli errori sistematici non sono eliminabili ma si possono sensibilmente ridurre ripetendo più volte la misura e utilizzando strumenti diversi.

Errori accidentali


Sono caratterizzati dalla loro estrema variabilità in valore e segno. Essi dipendono da cause perturbatrici di diversa natura che agiscono indipendentemente l’una dall’altra. L’errore accidentale é anche detto casuale per la sua imprevedibilità, incertezza e fortuita.


Appartengono agli accidentali i seguenti errori:

· errori di stima delle letture;

· errori nella collimazione dei segnali;

· errori dovuti al tremolio dell’aria;

· errori dovuti alla foschia;

· errori dovuti alla vibrazione degli strumenti o dei segnali;

· errori dovuti alle deformazione degli strumenti (dilatazione termica a parte).


Gli errori accidentali non sono eliminabili, ma se ne possono ridurre gli effetti negativi sottoponendo le misure eseguite, a procedimenti particolari di elaborazione studiati nella teoria degli errori.

TEORIA DEGLI ERRORI


La teoria degli errori servendosi del calcolo delle probabilità applicato allo studio di eventi concreti, (come l’effettuazione di misure) consente di dedurre una serie di grandezze (con relative formule di calcolo) utili nel controllo dell’errore accidentale.


Le grandezze da prendere in considerazione per il controllo dell’errore accidentale sono le seguenti:

VALORE PIU PROBABILE DI UNA GRANDEZZA MISURATA


Se una grandezza é stata misurata n volte ottenendo i valori V1, V2, V3, ............ , Vn (misure dello stesso peso) il suo valore più probabile non è altro che la media aritmetica degli n valori ottenuti con le n misure effettuate:


[image: image27.wmf]n

V

.........

V

V

V

V

n

3

2

1

m

+

+

+

+

=

          (1)

SCARTI RELATIVI ALLA MEDIA


Gli scarti, anche detti errori assoluti di ciascuna misura relativi alla media, rappresentano la differenza fra la media Vm e ciascun valore misurato Vi. 


Per il calcolo si usano le seguenti formule:

v1 =  Vm - V1;     v2 =  Vm – V2;     v3 =  Vm – V3;     .............     vn =  Vm – Vn       (2)     


Gli scarti godono delle due seguenti importanti proprietà:

1. 
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                 (si legge: la sommatoria per i che va da 1 a n degli scarti è zero)

2. 
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     (si legge: la sommatoria per i che va da 1 a n del quadrato degli scarti è         


un minimo).

Prima proprietà:

con la prima proprietà é possibile effettuare una verifica in fase di calcolo della bontà dei calcoli fin li effettuati.

Dimostrazione della prima proprietà:
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sostituendo agli scarti la loro formula di calcolo (2) otteniamo:
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raccogliendo in modo opportuno si ha:
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sostituendo a Vm la (1);
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e semplificando:
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come volevasi dimostrare.

Seconda proprietà:


Con la seconda propretà si afferma che se per errore al posto di Vm, si fosse preso come valore più probabile un valore Q diverso da Vm, la somma del quadrato degli scarti riferiti a questo valore Q risulterebbe maggiore della somma del quadrato degli scarti riferiti al valore Vm. Cio corrisponde a dire che gli errori che si commettono considerando Q come valore più probabile sono mediamente maggiori degli errori che si commettono considerando Vm come valore più probabile. Quindi poiché la migliore misura e quella che da l’errore più piccolo si conclude che il valore più probabile della grandezza misurata non può che essere Vm.

Dimostrazione della seconda proprietà:


Se supponiamo di aver preso come valore più probabile della grandezza misurata il termine Q, lo scarto generico della generica misura Vi, riferito ad esso, in base alla definizione data è:

qi = Q - Vi
mentre lo scarto generico riferito alla media aritmetica (Vm) é:

vi = Vm - Vi
sottraendo membro a membro le due equazioni scritte otteniamo:

qi - vi = Q - Vi - Vm + Vi
semplificando e isolando qi si ha:

qi = vi + Q - Vm
essendo Q e Vm costanti anche la loro differenza e costante, perciò pongo:

( = Q - Vm
(il numero ( è un numero che può essere indifferentemente positive o negativo), 

quindi:

qi = vi + (
per la seconda proprietà avremo dunque:
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e sviluppando il quadrato di binomio:
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che si può scrivere nel modo seguente:
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       (3)

essendo che:


[image: image38.wmf]å

å

=

=

=

×

d

×

=

d

×

×

n

1

i

n

1

i

i

i

0

v

2

v

2

          per la prima proprietà sugli scarti

la (3) diventa:
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per cui essendo:
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  sicuramente maggiore di zero

avremo infine:
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che dimostra quanto asserito dalla seconda proprietà.

Esempio


Per capire meglio la seconda proprietà supponiamo di aver misurato cinque volte una grandezza V e di aver ottenuto le seguenti misure:

V1 = l10,13m;     V2 = 110,25m;     V3 = l10,15m;     V4 = l10,20m;     V5 = l10,17m

il valore più probabile risulta:
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calcolo gli scarti:

v1 =  Vm - V1 = 0,05m;     v2 =  Vm – V2 = - 0,07m;     v3 =  Vm – V3 = 0,03m;

v4 =  Vm – V4 = - 0,02m;     v5 =  Vm – V5 = - 0,01m

con la prima proprietà verifichiamo se finora abbiamo fatto giusto:
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calcoliamo la somma del quadrato degli scarti:
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In base alla seconda proprietà quello sopra calcolato e il valore più piccolo che si possa avere. Per verificare se ciò è vero supponiamo, sbagliando, che il valore più probabile non sia Vm ma un altro valore, ad esempio  Q = 110,20m.

Calcoliamo quindi gli scarti:

q1= Q - V1 = 0,07m;     q2 = Q - V2 = - 0,05m;     q3 = Q - V3 = 0,05m;

q4 = Q - V4 = 0,00m ;     q5 = Q - V5 = 0,02m

con la prima proprietà verifichiamo che qualcosa non va:
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calcoliamo la somma del quadrato degli scarti:
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questa somma, come si vede, è più grande di quella relativa agli scarti v e conferma quanto asserisce la seconda proprietà. 

ERRORE QUADRATICO MEDIO (e.q.m.)


E’ un parametro di qualità della singola misura, nel senso che tanto più esso è piccolo tanto più la singola misura di un gruppo di misure é buona. La sua formula di calcolo é la seguente:
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TOLLERANZA


E’ detta anche errore temibile e si calcola con la seguente formula:

t = 3 · m
dove m è l’e.q.m.


La tolleranza serve per verificare che le misure considerate siano affette solo da errore accidentale.

Dato un gruppo di misure, in fase di calcolo si dovrà procedere come segue:

· si verifica se ve ne sono di molto diverse dalla norma e le si scartano perché sicuramente sono affette da errore grossolano;

· si calcola Vm;

· si calcolano gli scarti e si verifica che la prima proprietà sia rispettata;

· si calcola l’e.q.m. e la tolleranza;

· si verifica che tutti gli scarti presi in valore assoluto siano inferiori, o al limite uguale, al valore assoluto della tolleranza:

( vi ( ( ( t (
se succede ciò, si precede calcolando l’errore quadratico medio della media, a scrivere il risultato in modo convenzionale e quindi a fare tutti gli altri calcoli necessari per la risoluzione del problema in questione.

Se invece, alcuni degli scarti presi in valore assoluto risultano maggiori del valere assoluto della tolleranza, si ripete tutta la procedura sopra descritta dopo avere tolto dal gruppo delle misure quelle che hanno dato origine agli scarti menzionati.

ERRORE QUADRATICO MEDIO DELLA MEDIA .


E’ un parametro di qualità della media di un gruppo di misure, nel senso che tanto più esso è piccolo tanto più la media aritmetica del gruppo di misure a cui si riferisce è buona. La sua formula di calcolo e la seguente:
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L’esperienza ci permette di dire che il valere vero X di una determinata grandezza e compreso nel seguente intervallo:

Vm - 3·M < X < Vm + 3·M

con la probabilità del 99%.

SCRITTURA CONVENZIONALE DEI RISULTATI


Il risultato di una operazione di misura dalla quale si intende ricavare il valore V di una certa grandezza viene espresso convenzionalmente nel seguente modo:

V = Vm ( | M |


In questo modo e con un’unica scritta, si da il valore più probabile Vm che verrà poi utilizzato nei calcoli che seguiranno e l’indicazione dell’incertezza M con cui quel valore e stato determinato.

ERRORE RELATIVO


L’errore relativo ( (mu), la cui formula di calcolo è la seguente: 
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è, come l’e.q.m. e l’e.q.m. della media, un parametro di qualità però rispetto agli e.q.m. menzionati esso è più significativo, infatti essendo (come si deduce dalla formula) un errore per unità di lunghezza consente di confrontare (e stabilire qual’è la migliore), grandezze anche molto diverse fra loro, mentre con gli e.q.m. si possono confrontare solo grandezze con valori equivalenti.


L’errore relativo, assume per la sua importanza il significato di precisione della misurazione.

RELAZIONE FRA NUMERO DI MISURAZIONI FATTE, E.Q.M. DELLA MEDIA E SENSIBILITA’ DELLO STRUMENTO


E’ importante conoscere a priori, il numero di misurazioni n che si devono effettuare con uno strumento che ha una sensibilità (intervallo minimo di lettura) m, per ottenere un e.q.m. della media M prefissato, per progettare il rilievo nel modo corretto.


Tale numero si calcola con la seguente formula:
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ottenuta invertendo la formula che lega M con m.

SEMIDISPERSIONE


Quando le misure sono poche (2 o 3) non ha molto senso calcolare l’e.q.m. della media, al suo posto e con lo stesso significato si usa la semidispersione, che si calcola con la seguente formula:
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dove:



Vmax è la lettura più grande del gruppo di misure;



Vmin è la lettura più piccola del gruppo di misure;

CIFRE SIGNIFICATIVE


Le cifre significative sono quelle che scaturiscono da un’operazione di misurazione, dipendono dalla sensibilità dello strumento, dalle procedure seguite e sono indice della precisione raggiunta.


Facendo dei calcoli non è consentito aumentare le cifre significative, perché vorrebbe dire che col calcolo si può aumentare la precisione delle misure e ciò é impossibile. D’altra parte facendo dei calcoli non è consentito ridurre le cifre significative, perché vorrebbe dire rinunciare alla precisione ottenuta con la misurazione.


In altri termini se i dati di un problema hanno due decimali i risultati del problema dovranno avere sempre due decimali.


E’ consentito in alcuni calcoli (media e compensazioni), aggiungere una cifra non significativa (un decimale), racchiudendola però tra parentesi tonde, tale cifra assume il significato di cifra indicativa.

MEDIA PONDERATA ED E.Q.M. DELLA MEDIA PONDERATA


Quando le misure che si riferiscono ad una certa grandezza vengono effettuate con precisione diversa, a tale precisione può essere associato un numero detto peso della singola misurazione.


In questo caso il valore più probabile della grandezza esaminata corrisponde alla seguente media ponderata:
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p1, p2, .........., pn sono detti pesi delle singole misure a peso maggiore corrisponde precisione maggiore.


[image: image55.wmf]

Per l’attribuzione dei pesi alle singole misure si può procedere con uno dei seguenti modi:

· in base alla capacita dell’operatore che esegue la misurazione alle sue condizioni psico​fisiche, alla precisione degli strumenti utilizzati e alle condizioni ambientali viene arbitrariamente attribuito un peso rappresentato generalmente da un numero intero.

· se le singole misure, di precisione diversa, della grandezza in questione derivano ciascuna da gruppi di misure effettuate con la stessa precisione, applicando le formule precedentenente esposte esse verranno scritte nel seguente modo:

V1 = Vm1 ((M1(;

V2 = Vm2 ((M2(;

..........................

Vn = Vmn ((Mn(;



i pesi potranno essere calcolati con la seguente formula:
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dove  M0  detto errore medio dell’unità di peso ha valore assunto ad arbitrio (in via 
preventiva) pari a 1, 10, 100, ..........  (si consiglia di porre M0 pari al più grande delle Mi e di dare a pi due decimali);



ed  Mi  è l’e.q.m. della media per la misura in questione.

ERRORE QUADRATICO MEDIO DELLA MEDIA PONDERATA


Per la media ponderata. come per la media aritmetica si possono calcolare gli scarti relativi ad essa con le seguenti formule:

v1 = Vp – V1;

v2 = Vp – V2;

v3 = Vp – V3;

....................

vn = Vp – Vn;

per i quali valgono le due proprietà viste e dimostrate per gli scarti relativi alla media aritmetica e in questo caso scritte nel seguente modo:

· prima proprietà:                           
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· seconda proprietà:                        
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Anche nel caso delle misure con diversa precisione si può calcolare l’e.q.m. dell’unità di peso (che corrisponde all’errore medio dell’unità di peso ricavato con criteri statistici), il quale ha lo stesso significato dell’e.q.m. calcolato con le misure di uguale precisione. La sua formula di calcolo è la seguente: 
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Analogamente si avranno formule corrispondenti per il calcolo dell’errore quadratico medio della media ponderata:
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ESERCIZI

1)
Determinare  la  lunghezza  dell’equatore e  l’eccentricità  dell’ellissoide  di  Hayford  e  dello  ellissoide WGS84. 

(R.:   Hayford: L = 40076593,77m;   e = 0,081992.   

WGS84:   L = 40075016,69m; e = 0,081820)

2)
Determinare la lunghezza dell’equatore, del parallelo 45° e del parallelo 80°, con riferimento 
all’ellissoide internazionale di Hayford .

(R.:   L = 40076593,77m;   L45 = 28386179,23m;   L80 = 6982026,01m)

3)
Determinare 1a distanza tra due punti A e B che si trovano sul parallelo ( = 42°, e che hanno 
una 
differenza di longitudine pari a (( = 1", assumendo i parametri dell’ellissoide interna​-
zionale di Hayford.

(AB = 23,02m) 

4)
Determinare la distanza tra due punti A e B che si trovano sul parallelo ( = 45°, e che hanno 
una 
differenza di longitudine pari a:    
a) 1"

b) 1’

c) 1°,


assumendo i parametri dell’ellissoide internazionale di Hayford.

(R.:   a)    AB = 21,90m;   b)   AB = 1314.17m;   c)   AB = 78850,50m)

5)
 Supposto che un’automobile faccia il giro della Terra percorrendo un meridiano, quanti 
metri ha percorso?
(R.:   L = 40007833,73m)

6)
Determinare la distanza tra due punti A e B che si trovano sullo stesso meridiano e che hanno 
una 
differenza di latitudine (( pari a:

a) 1"

b) 1’

c) 1°,


assumendo i parametri dell’ellissoide internazionale di Hayford ed una latitudine me​dia di 
45°.

(R.:   a)   AB = 30,87m;   b)   AB = 1852,26m;   c)    AB = 111135,42m)

7)
Determinare la distanza tra due punti AB che si trovano sullo stesso meridiano e che hanno una 
differenza di latitudine (( pari a:

a) 1 mgon;

b) 1 gon,


assumendo i parametri dell’ellissoide internazionale di Hayford ed una latitudine me​dia di 40°.

(R.:   a)   AB = 99,93m;   b)   AB = 99934,12m)

8)
Determinare la distanza tra i due punti A e B che si trovano sul medesimo meridiano aventi le 
seguenti latitudini:



a)   (A = 46°00’00";   (B = 46°00’01";



b)   (A = 42°00’00";   (B = 42°00’01";

 
assumendo i parametri dell’ellissoide internazionale di Hayford.

(R.:   a)   AB = 30,88m;   b)   AB = 30,85m)

9)
Determinare il raggio della sfera locale nei punti aventi le coordinate geografiche di seguito 
specificate, riferite all’ellissoide internazionale di Hayford:

a) (A = 45°05’33";

b) (A = 42°03’25".

(R.:   a)   R = 6378421,18m;   b)   R = 6376146,40m)

10)
Se un aereo vola alla velocità di 800km all’ora, quante ore impiega a fare il giro 
dell’equatore all’altezza di 10.000 m?

(R.:   t = 50h10m20s)

11)
Due località A e B sì trovano sull’equatore ed hanno una differenza di longitudine di 90°. 
Calcolare la loro distanza.

(R.:   AB = 10018754,17m)

12)
Se due città A e B si trovano sull’equatore ed hanno una differenza di longitudine 
((=0°35’24", qual è la loro distanza?

(R.:   AB = 65678,50m)

13)
Due paesi si trovano su un meridiano ed hanno una differenza di latitudine (( = 0°18’42". 

Determinare la loro distanza, supposta la terra sferica.

(R.:   d = 34688,39m)

14)
Due città A e B si trovano sullo stesso meridiano ed hanno una distanza d = 35000,00m. 

La città A più a sud ha una latitudine (A = 42°28’42"N. Calcolare la latitudine di B.

(R.:   (B = 42°47’36" in prima approssimazione)

15) Due paesi A e B sono sullo stesso meridiano ed hanno una di​stanza d = 24850m. Il paese 

A più a nord ha una latitudine (A = 41°39’24"N. Calcolare la latitudine del paese B.

(R.:   (B = 41°25’59")

16)
Due  località  A  e  B  hanno  la  stessa latitudine ( = 40°19’36". Calcolare la differenza di   

longitudine  fra  le  due  località,  sapendo  che  la  loro  distanza  lungo  il  parallelo  è  

AB=12380,00m.

(R.:   (( = 0°08’44")

17)
Due paesi A e B hanno la stessa latitudine ed una distanza lungo il parallelo 
AB=25000,00m. Calcolare il raggio r e la latitudine ( del parallelo appartenente ai due 
paesi, sapendo che la loro differenza di longitudine è (( = 0°50’48".

(R.:   r = 1691804,51m;   ( = 74°40’02”)
18)
Una nave fa la spola fra due porti A e B, che si trovano alla stessa latitudine (=58°30’36" 

ed hanno una differenza di longitudine (( = 59°35’24". Se la nave ha una velocità di 20 

nodi all’ora (1 nodo = 1853,20 m), quante ore essa impiega ad andare da un porto all’altro 

lungo il parallelo?

(R.:   t = 93h28m15s)

19)
Una città A ha le seguenti coordinate geografiche: (A = 44°27’24", (A = 3°21’48"Est. 
Una seconda città B ha la stessa latitudine di A e si trova ad est di essa ad una distanza 
lungo il parallelo di 21350,00m. Calcolare la longitudine della città B.
(R.:   (B =  3°37’54"Est)

20)
Un paese A ha le seguenti coordinate geografiche:  (A = 39°58’54";  (A = 2°47’24". Un 
secondo paese B ha la stessa latitudine di A e si trova ad ovest di esso ad una distanza lungo 
il parallelo di 35750,00m. Calcolare la longitudine del paese B.

(R.:   (B =  2°22’17")

21)
Del punto P di latitudine (P = 45°, appartenente all’ellissoide di Bes​sel, determinare: il 
raggio di curvatura della sezione meridiana, la gran-normale, il raggio del parallelo e il 
raggio della sfera locale. 

(R.:   ( = 6.366.675,56m;   N = 6.388.064,87m;

r = 4517044,00m;   R = 6377361,25m)

22)
Di un punto P avente la latitudine di 60°, ammesso che appartenga all’ellissoide di 
Hayford, determinare il raggio della sfera locale.

(R.:   R = 6389125,96m)

23)
Del triangolo sferico A’B’C’ si conoscono i seguenti elementi:

a’ = 35800,00 m;     (’ = 63°55’48";     (’ = 59°46’36"



Calcolare gli altri elementi del triangolo.


N.B.: Si calcola l’arca S del triangolo come se fosse piano e quindi l’eccesso sferico E; a 
ciascun angolo del triangolo sferico si toglie un terzo dell’eccesso sferico e mediante il 
teorema di Legendre si calcolano gli altri lati.

(R.:   (’ = 56°17’39";   b’ = 38.655,79m; c’ = 37184,5m)

24)
Per il punto A si fa passare il piano orizzontale tangente alla sfera locale. Calcolare il 
segmento di verticale (x) compreso fra la sfera locale ed il piano orizzontale per un punto B 
distante da A  27840,00m.

(R.: x = 60,77m) 

25)
Risolvere il triangolo sferico A’B’C’ essendo noti (si assuma R = 6377,400km):

A’C’ = 128566,23m;     A’B’= 139505,43m;     (’ = 79,43552gon


confrontando poi i risultati ottenuti applicando il teorema di Legendre e le formule della 
trigonometria piana.

(R.:   Tr. piana (senza considerare E): B’C’ = 156857,00m;  (’ = 63,88756gon; (’ = 56,67692gon.

T. Legendre: E = 0,01331gon,   B’C’ = 156849,44m;   (’ = 63,89449gon;   (’ = 56,68331gon)

26)
Risolvere il triangolo sferico A’B’C’, esprimendo gli angoli in gradi centesimali. essendo noti 
(si assuma R = 6377 km): 

A’C’ = 125362,23m;     A’B’ = 135666,71m;     B’C’ = 146544,25m.

(R.:   E = 0,0124gon;   (’ = 75,7539gon;   (’ = 58,4197gon;   (’ = 65,8388gon.)

27)
Determinare il lato di due triangoli sferici equilateri, aventi un eccesso sferico rispetti​vamente 
di  1" e  1’, assumendo un raggio della sfera locale di 6.377km.

(R.:   l = 21337,99m;   l = 165283,37m)

28)
Del triangolo sferico A’B’C’ posto alla latitudine media di 38°42’ sono noti:

(’ = 58°43’27”;     (’ = 51°16’48”;     A’B’ = 83452,45m.


Risolvere il triangolo.

 (R.:   E = 13“;   (’ = 69°59’58”;   A’C’ = 69289,04m;   B’C’ = 75902,48m;   S = 2471092586m2)

29)

Calcolare il valore più probabile della distanza d misurata sei volte ottenendo i risultati 
riportati di seguito, nonché il suo errore quadratico medio, e scrivere il risultato in modo 
convenzionale.

	d1 = 1251,197m;

d3 = 1251,914m;

d5 = 1251,201m;
	
	d2 = 1251,195m;

d4 = 1251,192m;

d6 = 1251,191m.


(R.:   d3 eliminato;   d = 1251,195m ( 0,002m)

30)
Calcolare il valore più probabile della distanza d misurata sei volte ottenendo i risultati 
riportati di seguito e scrivere il risultato in modo convenzionale.

	d1 = 451,297m;
	
	d2 = 451,298m;

	d3 = 451,294m;
	
	d4 = 451,292m;

	d5 = 451,301m;
	
	d6 = 451,297m.


(R.:   nessuna misura eliminata; d = 451,297m ( 0,001m)

31)Calcolare il valore più probabile della distanza misurata otto volte ottenendo i risultati 
riportati di seguito, scrivere il risultato in modo convenzionale, ed accertare se le misure 
rientrano nella relativa tolleranza (3mm + 10 ppm).

	dl = 844,166m;
	
	d2 = 844,172m;

	d3 = 844,157m;
	
	d4 = 844,170m;

	d5 = 844,175m;
	
	d6 = 844,174m;

	d7 = 844,145m;
	
	d8 = 844,170m.


(R.:   d7 e d3 eliminati; d = 844,171m ( 0,001m)

32)
Sapendo che un teodolite (strumento misuratore di angoli e distanze vedi modulo 4) 
presenta un errore medio (e.q.m.) sulle letture angolari di 25” determinare il numero di 
letture da fare per ottenere un errore medio della madia (e.q.m. della media) di 5”.

(R.: n = 25)


33)
Calcolare il valore più probabile dell’angolo misurato otto volte ottenendo i risultati 
riportati di seguito, nonché il suo errore quadratico medio, ed accertare se rientra nella 
relativa tolleranza (10"). Scrivere infine il risultato in modo convenzionale.

	(1 = 245°,2396;

(3 = 245°,2384;

(5 = 245°,2394;

(7 = 245°,2397;
	
	(2 = 245°,2400;

(4 = 245°,2379;

(6 = 245°,2378;

(8 = 245°,2404;


 (R.:   nessuna misura eliminata;  ( = 245°,2392 ( 0°,0003)

34)
Una distanza d è stata misurata 15 volte ottenendo i seguenti risultati:

	d1=312,48m

d6=312,49m

d11=312,43m
	
	d2=312,44m

d7=312,39m

d12=312,43m
	
	d3=312,39m

d8=312,45m

d13=312,97m
	
	d4=312,54m

d9=312,45m

d14=312,54m
	
	d5=312,51m

d10=312,55m

d15=312,45m



Dopo aver verificato che tutte le misure effettuate rientrino nella tolleranza, calcolare la 
media aritmetica e scrivere il risultato in modo convenzionale.

(R.:   d13 eliminato;   d = 312,47m ( 0,01m)

35)
la distanza d è stata misurata sette volte ottenendo i seguenti risultati: 

	d1 = 124,09m;

d2 = 124,13m;
	d3 = 124,21m;

d4 = 144,00m;
	d5 = 124,00m;

d6 = 123,99m;
	d7 = 124,12m.




Mentre la distanza D è stata misurata sei volte ottenendo i seguenti valori:

	D1 = 132,89m

D2 = 132,96m
	D3 = 133,00m

D4 = 132,84m
	D5 = 142,89m

D6 = 132,83m


 
Dopo avere operato in modo opportuno sulle misure e scritto i risultati in modo
convenzionale, dire quale delle due è più precisa.

(R.:   d4 e D5 eliminati;   d = 124,09m  ( 0.03m;   D = 132,90m  ( 0,03m;   

la misura più precisa è D perché  (d ( (D)   

36)
I lati del triangolo ABC sono stati misurati ciascuno 6 volte. Dopo aver determinato i 
valori medi e scritto i risultati in modo convenzionale, si determini il valore più probabile 
dell’area del triangolo. Dire infine quale lato è stato misurato in modo più preciso.

	a =
	12,455m
	b =
	15,992m
	c = 
	13,495m

	
	12,445m
	
	13,995m
	
	13,501m

	
	12,436m
	
	15,991m
	
	13,498m

	
	12,442m
	
	16,005m
	
	13,509m

	
	11,451m
	
	15,994m
	
	13,485m

	
	12,458m
	
	16,008m
	
	13,497m


(R.:   a5 e b2 eliminati;   a = 12,447m ( 0,004m;   b = 15,998m ( 0,004m;   

c = 13,498m ( 0,003m;  S = 81,517m2;  il lato misurato in modo più preciso è c)

37)
Tre operatori diversi, per la stessa distanza, hanno ottenuto le seguenti misure:

d1 = 194,2555m ( 0,0077m;   d2 = 194,240m ( 0,016m;   d3 = 194,288m ( 0,030m.



Determinare il valore più probabile della distanza, utilizzando la media ponderata, e 
scrivere il risultato in modo convenzionale.   

(R.:   d = 194,2544m ( 0,0083m)

38)
Un operatore ha misurato lo stesso angolo ( con tre strumenti diversi fra loro, ottenendo i 
seguenti valori:

(1 = 45°,2379 ( 0°,0026;   (2 = 45°,2335 ( 0°,0022;   (3 = 45°,2323 ( 0°,0047.  



Determinare il valore più probabile dell’angolo, utilizzando la media ponderata, e 
scrivere il risultato in modo convenzionale.   

(R.:   ( = 45°,2350 ( 0°,0019)
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